Ogoélna teoria miary
Lista 5 (miary zewnetrzne)

Zad 1. Sprawdzi¢, ktora z funkcji zbioru p* : 2% — R, jest miarg zewnetrzna:

1, zp€ A . .
0 , gdzie o € X jest ustalonym punktem,
O, To ¢ A

a) X jest dowolny, pu*(A) = {
b) X jest dowolny, u*(A) =1dla A C X, gdy A # i p*(0) =0,

o) X ={z,y} i p*(0) =0, p*({z}) = p*({y}) = 10, p(X) = 1,

d) X jest zbiorem stu punktow utozonych w macierz kwadratowa o 10 wierszach i 10
kolumnach, p*(A) jest iloscia kolumn, ktore zawieraja conajmniej jeden punkt z A,

e) X =Niu*A) = w7 gdzie przyjmujemy sup () = inf () = 0,
f) X =Niu*(A4) = w, gdzie przyjmujemy sup () = inf () = 0,
g) X =Nip*(A4)=|A]
Dla miar zewnetrznych wyznaczy¢ wszystkie zbiory p*-mierzalne.
Zad 2. Niech u* bedzie miara zewnetrzng na 2% i niech A, B C X. Pokazaé¢, ze
a) jesli A lub B jest p*-mierzalny to

pr(A) + p*(B) = W' (AU B) + (AN B),

b) jesli p*(B) =0, to p*(AU B) = p*(AN B) = u*(A).

Zad 3. Rozwazmy na 2N funkeje p*(A) = sup A, gdzie przyjmujemy sup () = inf ) =
0. Czy p* jst miara zewnetrzna i czy zbiory {0} i {1} sa mierzalne wzgledem p*?

Zad 4. Niech X = {1,2,3}, S = {{1},{2,3},{1,3},0}. Rozwazmy funkcje zbioru p :
S —Ry

p({1h) =2 w({23}) =4 p({L3}) =3, w0 =0

Sprawdzi¢, ze wzor p*(A) = inf{> o, u(A;) : A C Ui, Ai, A; € S} zadaje na 2% miare
zewnetrzna i wyznaczy¢ wszystkie zbiory p*-mierzalne.

Zad 5. Dla kazdego ¢ > 0 znalez¢ otwarty i gesty podzbior R o mierze Lebesgue’a
mniejszej niz €.

Zad 6. Wykaza¢, ze miara Lebesgue’a nastepujacych podzbiorow R? wynosi zero:
A={(zr.y):2—yeQ},  B={(z,y):2’+y*=r%recQ},
C=A{(z,y) :y= f(x), x €[0,1]}, gdzie f:[0,1] — R jest funkcja ciagla.

Zad 7. Pokaza¢, ze w kazdej przestrzeni euklidesowej R* istnieje nieprzeliczalny zbior
miary zero.



